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REsumo: Este trabalho aborda o desenvolvimento de um sistema para prova automatizada de teoremas em logica
proposicional. O artigo apresenta os fundamentos teéricos gerais, questdes operacionais e a estrutura de um
software de prova de teoremas, elaborado com propésitos académicos e didaticos, utilizando métodos de prova
baseados em trés tipos de tableaux semanticos: tableau de Smullyan, tableau com Lema e tableau KE.
Experimentos foram realizados para verificar a corre¢do dos resultados das provas, utilizando féormulas geradas
automaticamente.

PALAVRAS-CHAVE: LOgica proposicional. Tableau semantico. Prova de teorema automatizada.

ABSTRACT: This work describes the development of an automated theorem proving system of propositional logic.
The paper presents the theoretical foundations, operational issues and structure of a theorem proving software,
developed with academic and didactic purposes, using proof methods based on three semantics tableaux:
Smullyan tableau, Lema tableau e KE tableau. Experiments were performed to verify the correctness of the results
of the proofs, using automatically generating formulas.

KeywoRDS: Propositional logic. Semantic tableau. Automated theorem proof.

1 INTRODUCAO reduzindo o universo dos numeros ao conjunto {0, 1} e

. . ] ] as operacdo de conjungdo (“e”), disjuncdo (“ou”) e
A légica é uma éarea de estudo ligada a filosofia que N N ) N
negacao (“ndo”). Com a simples observacdo que 1
tem como objetivo geral a validagdo do raciocinio em .
pode ser tratado como verdade e 0 como falsidade,

termos de verdade ou falsidade. Légica € um tema ) - .
George Boole aproximou a matematica da légica

antigo com varios ramos, aplicacdes e formalizacoes. o o o
proposicional classica, possibilitando o tratamento

E tema fundamental em praticamente todas as o . o 3
algébrico, por meio simbdlico, e o célculo
ciéncias, incluindo a ciéncia da computacdo. Todos 0s .
proposicional.
computadores digitais modernos sdo baseados em

l6gica, em especial a logica booleana. Em termos No geral, a l6gica proposicional € expressa em termos

matematicos, esta é uma variagio da algebra, de verdade ou falsidade das proposi¢des. Operagdes
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l6gicas relacionam as  proposi¢cdes, também
resultando em verdade ou falsidade. As operacfes
basicas sao “e” (), “ou” (v) e “ndo” (=), mas existem
outras operagcbes como a “implicacao” (—) e a
“equivaléncia" («). A operacdo de negacdo €
especial, pois é a Unica que ndo é um conectivo
binério.

Uma férmula proposicional pode ser composta desde
apenas uma Unica proposicao até um conjunto infinito
de operacdes logicas sobre diversas proposicoes.
Estas Ultimas sdo os Unicos elementos varidveis da
l6gica proposicional. Cada proposicdo pode ser
analisada em diferentes contextos como verdadeira ou
falsa. Uma interpretacdo de uma formula € um
conjunto especifico de verificagdo de suas
proposicdes. Por exemplo, numa formula “A ou B”, A e
B sendo proposi¢des do tipo “A = faz calor’ e “B =
chove”, A e B s6 podem assumir valor verdadeiro (1)
Assim, todas as

ou falso (0). no exemplo,

interpretacdes formam o
{{1,1},{1,0},{0,1},{0,0}}. No presente artigo, o termo

formula sera usado no sentido de formula légica que

possiveis conjunto

resulta em verdadeiro ou falso.

Um problema classico é se uma férmula possui uma
ou mais interpretacdes que satisfacam determinados
objetivos. Sem formalismos, a satisfacdo de uma
formula é se seu resultado é verdadeiro em uma
interpretacdo  presumivelmente  verdadeira. Por
exemplo, caso se espere que todas as interpretacoes
possiveis sejam verdadeiras (tautologia), toda e
qualquer interpretacao da férmula deve resultar em
verdade. Um caso mais especifico é se uma férmula
satisfaz outra ou se satisfaz a um conjunto de
resultado esperado. Isoladamente, uma formula é
satisfazivel

se possui uma Unica interpretacao

verdadeira.

O problema da satisfacdo (“satisfatibilidade” ou
“satisfatoriedade”) de formulas l6gicas, chamado de
na ciéncia da

problemas SAT, ¢é fundamental
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computacgdo. Por exemplo, o problema SAT de légica
booleana, tema do Teorema de Cook que criou as
classificacdes de complexidade algoritmica adotadas

atualmente, é considerado o primeiro problema NP-

completo.

O tema de complexidade algoritmica foge ao escopo
do presente trabalho, mas cabe uma introducéo geral.
Um problema é da classe NP (Nao Polinomial) quando
sua ordem de crescimento, ou complexidade, € maior
gue a polinomial. Por exemplo, sendo k uma constante
€ n o numero de entradas de um algoritmo,
complexidades da ordem O(n!), OK") ou O(n")
possuem crescimento maior que uma complexidade

polinomial que, normalmente, € da ordem O(n).

Os computadores atuais sdo capazes de executar
milhares de operacfes por segundo. Contudo, certos
algoritmos exigem um aumento muito grande de
operacdes a cada vez que se eleva o nimero n de
entradas (dados), que o computador deve tratar. Essa
taxa de aumento é considerada como ordem de
complexidade, a qual, quando muito elevada, pode
inviabilizar a solu¢cdo computacional de problemas em
tempo habil, mesmo considerando poucas entradas.
Apesar de ser um tema controverso, no geral, o0s
computadores tratam com eficiéncia e
proporcionalidade de tempo os problemas com

complexidade polinomial (P).

Por isso, a classe de problemas NP é especialmente
interessante na computacdo. Mesmo que exista um
algoritmo para sua solucdo, a execucgao pratica pode
exigir um tempo computacional que inviabiliza a
solugdo automatica para a maioria dos problemas

concretos.

As pesquisas nessa area buscam técnicas para
contornar essa limitagdo conceitual. Em inteligéncia
artificial, procura-se reduzir o “espaco de busca’,
tornando a execugdo pratica mais viavel. Existem
pesquisas para novas formas de solucdo e novos

algoritmos que possam diminuir a complexidade



algoritmica desses tipos de conflitos. Contudo, a
reducdo de problemas NP para problemas P (NP=P)
ainda nado foi encontrada e, mesmo que ainda nao
exista prova formal, é consenso que tal reducdo seja

impossivel.

Assim como outros problemas NP-completos
relacionados com relevantes aplicagbes praticas, o
problema SAT desperta enorme interesse em
pesquisa. Especificamente, ele envolve, apenas para
citar alguns poucos exemplos, a simulacdo de
raciocinio em agentes inteligentes, busca em bases de
conhecimento, ferramenta de verificacdo e prova de
teoremas matematicos, verificagdo de circuitos
l6gicos, andlise, otimizacdo e validacao de programas

de computadores, etc.

O objetivo geral do trabalho é fornecer ferramentas e
conceitos praticos para o estudo em ldgica, em
especial para alunos da disciplina de matematica
discreta. O foco do trabalho é a comunidade
académica. O objetivo especifico é construir um
software que seja capaz de elaborar solu¢des para
formulas para atuar como ferramenta de ensino e

pesquisa na area de logica.

Para atingir os objetivos, o software é composto de
trés moddulos principais: (1) compilacdo para uma
linguagem que expresse as férmulas e o sistema
l6gico a ser tratado; (2) modulos de prova; (3) médulo
de teste. O software trata de linguagem em légica de
predicado, especificamente a légica de primeira
ordem. Porém, o escopo dos algoritmos de prova é

restrito a logica proposicional.

Ao longo da elaboracdo do trabalho, varios temas e
técnicas interessantes e relevantes foram sendo
revelados. Sempre que possivel, eles serdo citados

como estimulo para pesquisas futuras.

A segunda secdo deste artigo apresenta o0s
fundamentos tedricos que subsidiaram a elaboragdo
do software, incluindo sistemas logicos, métodos de

prova, os fundamentos dos tableaux semanticos, o
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tableau de Smullyan, o tableau com lema e o tableau
KE. A terceira secdo apresenta o design do software
elaborado. A quarta apresenta rapidamente os
resultados obtidos pelo software, em especial a
verificacdo pratica de correcdo das provas. Sé&o
apresentadas, na quinta se¢do, algumas conclusdes e

perspectivas futuras do trabalho.

2 FUNDAMENTOS TEORICOS

2.1 SISTEMAS LOGICOS

N&o é escopo deste artigo a descricdo das diversas
provas de correcdo (“soundness”’) e completude
(“completeness”) dos algoritmos ou métodos légicos
adotados na elaboracao do software, pois existe vasta
bibliografia amplamente disponivel e o conteddo do
artigo ficaria muito longo. Contudo, os conceitos de
correcdo e completude sdo importantes para um

software de prova de teoremas.

Corregdn

N

=

Universo
Semintico

N~ X

Completude

Figura 1 - Relagdo no célculo I6gico (WIKIPEDIA)

No geral, o universo semantico de uma sentenca ou
férmula logica é obtido pela sua interpretacdo. Ou
seja, ele estd relacionado com as possiveis
combinacdes de valores das variaveis do sistema e
seu resultado. O resultado de um sistema légico é
sempre verdadeiro ou falso. Por outro lado, os valores
gue as variaveis podem assumir dependem da légica
adotada. Na logica proposicional, o Unico elemento
variavel é a proposicao e seus valores possiveis, que

também séo verdadeiro ou falso.
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Ja o universo sintatico € obtido pelas derivacdes, ou
seja, pela aplicagdo das inferéncias sobre os
elementos simbodlicos, sem considerar os resultados
concretos. Por exemplo, independente de se saber
qualquer valor de A ou B, a férmula “A implica em B”
pode ser inferida em “ndo A ou B”. Existem varias

regras de inferéncias logicas.

O problema SAT esta relacionado com ambos os
universos. Contudo, os métodos de prova simbdlicos,
como as provas inferenciais sequenciais, a deducao
natural ou o tableau semantico, sdo vinculados ao
universo sintatico dos sistemas logicos. Ja os métodos
de interpretacdo ou busca de combinacédo de valores
de variaveis, como a tabela verdade, estdo vinculados
semantico. Ambos o0s

ao universo métodos,

semanticos e sintaticos, sdo estudados em

matematica discreta.

A questdo relevante é: considerando-se um sistema
l6gico, qual é a melhor forma de verificagcdo SAT?
Além disso, para 0 mesmo sistema légico em
consideracdo, uma solucdo SAT por método sintatico

€ equivalente a uma solucéo por método seméantico?

Considere-se ¢ como uma férmula logica e I' como
uma lista de uma ou mais férmulas separadas por
virgula. Um sistema é completose '@ - T'+-@e é
corretose I' - ¢ — I' E ¢. Essa relagdo € ilustrada na
Figura 1. Um sistema ldgico pode ser generalizado

paral’ - AouT = A, sendo A uma lista de férmulas.

No caso da ldgica de primeira ordem, o teorema da
completude de Godel, de 1929, prova que as férmulas
sdo completas e corretas. Apesar disso, a légica de

primeira ordem é considerada, em tese, indecidivel.

Its undecidability, established by Church and
Turing in the 1930’s, made it an ‘intrinsically’
interesting subject forever. If no decision
procedure can be found, that is all decision
procedures have to be partial, the problem
area is in no danger of saturation: it is always
possible to find ‘better methods (at least for
certain purposes). (D’AGOSTINO, et al., 1999,
p.45)
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Para a logica proposicional, além de poder ser
considerada como subconjunto da logica de primeira
ordem, ou ldgica de ordem zero, existem diversas
provas de sua completude e correcdo. Ela também é
desde o

considerada decidivel surgimento  do

algoritmo da tabela verdade no inicio de 1920.

Ja para as légicas de ordens superiores, 0s teoremas
da incompletude de Gobdel, ou teoremas da
indecidibilidade, demonstram que a relagdo entre o

universo semantico e o sintatico ndo se mantém.

Dai, nas logicas de primeira ordem, incluindo a
proposicional, uma prova por deducgdo equivale a uma
demonstragdo por interpretacao. Ou seja, um software
gue auxilie na demonstragdo SAT pode utilizar ambas
as abordagens: prova simbdlica ou métodos
interpretativos. Contudo, como a ldgica de primeira
adotar infinitos, as

ordem pode conjuntos

demonstragdes por interpretacdo podem ser limitadas.

2.2 METODOS DE PROVA

Considerando-se 0 objetivo de elaborar um software
de prova que auxilie o meio académico, é necessario
considerar métodos simbdlicos. Contudo, a
elaboracao de programas de prova por métodos
simbdlicos € uma tarefa complexa e propensa a erros,
como foi comprovada pela pratica do presente
trabalho. Por isso, o software elaborado incluiu a
tabela verdade para verificagcdo das provas em logica
proposicional. Este artigo ndo fara maiores descricGes
da tabela-verdade, pois € um tema basico tratado no

curso de matematica discreta.

Outro objetivo inicial, porém secundario, do software
era elaborar provas mais legiveis e de menor tamanho
possivel. Isto €, provas mais simples e diretas dentro
do possivel. Infelizmente, os métodos automatizados
nem sempre atendem esse objetivo. Existem varios
métodos de prova de sistemas logicos, qual seria o

mais adequado para o objetivo do trabalho? Essa



guestdo foi a mais importante durante a pesquisa e

fundamentacao tedrica para a elaboracdo do software.

O primeiro método considerado nas pesquisas foi o
algoritmo DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland),
amplamente citado em teses, artigos e usado em
diversos softwares SAT. O DPLL é um método
simbdlico. Contudo, ele trabalha com férmulas na
forma conjuntiva normal (CNF - Conjunctive Normal
Form), que € muito eficiente para tratamento
computacional, mas nao atende aos objetivos de
legibilidade pretendidos no presente estudo. O intuito
ndo é elaborar um software focado no méximo

desempenho e capaz de competir em concursos SAT.

Outra linha de pesquisa foram os algoritmos de

deducdo natural. Porém, o0s seus métodos
automatizados dificilmente geram férmulas reduzidas
e diretas devido ao enorme espaco de busca originado
diversas

das possibilidades combinatérias das

inferéncias. Por exemplo, uma das principais
dificuldades em se reduzir o espagco de busca na
deducéo sequencial é a possibilidade das inferéncias
acrescentarem novas férmulas mais complexas que
as anteriores na prova. Geralmente, € necessario
coletar parte das formulas ja deduzidas para se inferir
novas formulas até se igualar ao resultado da
conclusdo esperada para a prova. No final das
pesquisas do trabalho, uma heuristica de prova
“orientada a objetivos” (goal-oriented) se mostrou
promissora para atingir o foco de simplicidade e
legibilidade do resultado final da prova automatica, em
especial para as sequenciais adotadas na maioria dos

cursos de matematica discreta.

A busca por técnicas e heuristicas para reduzir o
tamanho das provas ou torna-las mais “legiveis”
descortinou uma vastiddo de material e abordagem
nessa area de pesquisa que, apesar de parecer arida,
possui um grande interesse académico e muitas

aplicaces praticas relevantes.
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2.3 TABLEAU SEMANTICO

Uma das técnicas de prova pesquisada foi o tableau
semantico. O método é baseado na construcdo de
uma arvore de prova (proof-tree). Apesar de sua
estrutura ser diferente das provas sequenciais, 0
resultado final é razoavelmente legivel. Além disso, os
algoritmos de tableau séo relativamente diretos, pois
sdo baseados em inferéncias de simplificacdo ou
eliminacdo. Ao nédo utilizar inferéncias aditivas ou com
cortes, como normalmente ocorre em outras formas
de deducédo, a solugéo final é garantida para a logica

proposicional.

Outra vantagem do método é que pode ser aplicado a
varios tipos diferentes de ldgicas. Isso o iguala aos
métodos dedutivos, como 0s sequenciais ou 0s
naturais, mas é uma vantagem em relacdo a varios
outros métodos SAT mais especificos, como o DPLL.
Além disso, existem varias teses demonstrando a

aplicacdo de tableau a diversos tipos de ldgica.

E natural que os diversos métodos de prova se
intercalem e se integrem. Contudo, as pesquisas
apontaram para uma grande capacidade de inter-
relacionamento do método tableau com os varios

outros sistemas de prova.

Por fim, o método também conta com uma enorme
variabilidade de técnicas e heuristicas de reducéo da
arvore de prova. No presente trabalho, serdo
abordados os tableaux de Smullyan, o tableau com
lemas e o tableau KE, todos apresentados em
(D'AGOSTINO et al., 1999), a principal referéncia

adotada para elaborar o presente artigo.

2.3.1 FUNDAMENTOS DO METODO TABLEAU

O método tableau €é baseado na prova por
contradicdo, isto €, na busca de um contraexemplo

(contramodelo). Considerando o sistema légico, a
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prova ocorre se I' = ¢, entdo I' U {—¢} & 1. No caso,

{—¢} representa um contramodelo.

A construcdo da solugdo ocorre em forma de arvore.
Considerando o sistema légico I' + A, na cabeca da
arvore (head) sdo colocadas as hipoteses verdadeiras
(') e as falsas (A). Cada n6 (node) da arvore
representa uma formula, incluindo as hipéteses ou

suas derivacgdes por regras de inferéncia.

Como todo método sintatico de prova, tenta-se aplicar
inferéncias sobre as férmulas. As regras de inferéncia

mais gerais estdo na Figura 2.

ANB ~(AAB) AvVB -(Av B)
A -4 [ -B AlB -4
B -B
A-B —-(A = B) =4
-4 [ B A A

-B

Figura 2 - Regras de inferéncia. Fonte - D’AGOSTINO
et al., 1999, p.57.

Cada aplicacdo das regras de inferéncia expande
(aumenta) a arvore de prova adicionando novos nés.
As inferéncias de fdérmulas negativas (“ndo”) e
conjuntivas (“e”) aumentam linearmente um ramo da
arvore. As disjuntivas (“ou”) criam ramos (branchs) na
arvore.

Cada um possui um né folha (leaf).

Independentemente da posicdo que ocorre a
inferéncia, os novos noés inferidos s6 podem ser
adicionados no final do seu respectivo ramo, se

tornando o novo né folha.

Um mesmo né pode sofrer inferéncia apenas uma vez
em cada ramo. Considerando um processo de
execucao linear (ndo paralelo), no qual os nos séo
gerados em um Unico ramo por vez, o algoritmo deve
executar um backtracking (recuo) até o n6 com
ramificacdo imediatamente anterior e continuar a gerar
0s nds desse ramo. As formulas dos nds antecedentes
e que ainda nado foram inferidas no ramo corrente,
podem ser novamente inferidas Note-se o caso do

terceiro n6 da Figura 3 que expande os dois ramos
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laterais. Ou seja, 0 ramo € um dos principais pontos

de controle na execucao de um software de tableau.

S((P={QQ=Ri—=((P=Q) = (P=R)
P—={(Q—=R)
(P =Q)—= (P —= R)

- .

~ T~
—p O — R
| |
P—Q P—Q
| |
(P —= R) (P —= R
/N N
e Q -0 R
| | /N /N
P P - Q=P Q
y y | y | |
P P P
» X |
b

Figura 3 - Exemplo de uma arvore de prova. Fonte -
D'AGOSTINO et al., 1999, p.72.

Quando néo for possivel aplicar novas inferéncias em
um ramo, ele se torna exaurido (esgotado) e é
marcado como aberto. Caso a inclusdo de um noé
represente uma contradi¢cdo, o ramo € marcado como
fechado. Isso ocorre quando existem as férmulas {¢,
-} no conjunto de nds do ramo. A verificacdo deve

ser realizada a cada inclusdo de nés.

No tableau classico, um ramo aberto indica que existe
ao menos uma interpretacdo (modelo) que néo

satisfaz o sistema logico.

O processo de prova termina se a sua arvore se
exaurir, ou seja, quando todos os ramos se tornam
abertos ou fechados. Independentemente do tipo de
tableau, caso todos os ramos estejam fechados, o
sistema légico representa uma tautologia, pois néo
existe um modelo que o refute (contramodelo).

Contudo, se existirem ramos abertos, a formula pode



ser tanto satisfatéria (SAT) quanto uma contradigdo:
uma “ndo tautologia”. Mesmo se a arvore terminar
com todos os ramos abertos, isso ndo implica,
necessariamente, que a férmula seja uma contradigdo.
Supondo-se uma féormula na forma I' + A, no caso de a
arvore de prova terminar com algum ramo aberto, para
verificar uma contradicdo bastaria verificar se A - I
representa uma tautologia, se ndo, a férmula é
necessariamente satisfatoria. Existem outros métodos
mais eficientes de verificacdo de problema SAT por
meio de tableau seméantico, porém o presente trabalho

foca prova da validade, ou tautologia, de féormulas.

2.3.2 CLASSIFICACAO DAS FORMULAS

Um importante conceito no método tableau é a
classificacdo das férmulas de cada né. Elas séo

classificadas como:

a: féormulas cuja inferéncia expande linearmente um

ramo (conjuncgdes ou negacdes);

B: formulas cuja inferéncia expande a arvore por meio

de uma nova ramificagéo (disjuncoes);
y: férmulas quantificadas universalmente;
&: formulas quantificadas existencialmente.

Literais ou atbmicas sao as formulas que ndo podem
derivar outras férmulas por nenhuma regra de

inferéncia, por serem indivisiveis.

2.3.3 BREVE HISTORIA

Segundo Marcello D’Agostino (D’AGOSTINO et al.,
1999), o nome “tableau” (tabela, e ndo arvore) foi
proposto por Evert W. Beth, um dos principais
idealizadores do método. Inicialmente, ele apresentou
a técnica em forma de tabelas, cada uma com duas
colunas, uma para as formulas verdadeiras e outra
para as falsas. Ao longo do tempo, outros autores

apresentaram a versao em forma de arvore.
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2.3.4 TABLEAU DE SMULLYAN

A forma atual de representacdo dos tableaux foi
proposta  por
(D'AGOSTINO et al.,, 1999). Além do formato de

arvore, Smullyan representou 0s nds com sinais

Raymond Smullyan, em 1968

(Verdadeiro ou Falso). Conceitualmente, as regras de

inferéncia sdo muito similares as regras gerais.

TAANB FAANB TAVB FAVB
TA FA|FB TA|TB FA
1B FB
TA- B FA— B 1-A F=A
FA|TB TA FA TA
FB

Figura 4 - Inferéncias sinalizadas. Fonte -
D'AGOSTINO et al., 1999, p.57.

Na pratica de elaboracéo do software para o presente
trabalho, observou-se que os sinais dos nés facilitam a
busca de fechamento e comparagédo de férmulas na
arvore. Por outro lado, as variaveis e os controles dos

sinais tornam o cédigo menos legivel.

Apesar da simplicidade estrutural, o tableau de
Smullyan apresenta algumas limitagGes tipicas em
outros métodos de prova. Um exemplo € a repeticéo,
em ramos diferentes, de inferéncias ja executadas e

gue ndo alteram o resultado final.

A figura 5 apresenta um exemplo de solugdo por
tableau de Smullyan para o sistema (A v B), (A v -B),
(=A v C), (A v =C) 1. Note-se a repeticdo de ramos

gue ocorre apoés 0s nos 6 e 25.

A ordem de escolha dos nés para aplicacdo das
regras de inferéncia, ndo muda o resultado final da
prova. Contudo, € um relevante fator para o tamanho
da arvore de prova. Note-se que as figuras 3 e 6
representam a prova da mesma férmula. Contudo, a
Figura 6 apresenta uma selecdo dos nés que prioriza
as férmulas do tipo a e, no caso, a arvore reduz de 29

(incluindo os fechamentos) para 17 nos.
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1(T) (AvE)
2 (T) [Av~(E]
3T [~ [A)wC)
2(T) [~ (A)w~(C))
Z4(T) A S5(TIB
ggm;”‘-’ 25(T)~(C) 17(T) ~ (&) & (T)~(C}
R ZE(F)C 18 (F) & TIFIC
Z9(T) ~ (4 19{T)~(E)
271(T)C 22(T)A 10(T)~ (k) S(T)C
30(F) 4 Ly _y 20(F) B 11(F)d -%-
- -E-
12 (T)~(E)
15_EXT_J‘°‘ 13 (F) B
—F—

Figura 5 — Exemplo Tableau de Smullyan. Fonte -

Préprio autor (gerado pelo software do trabalho).

1 (F) ((P=->(Q->R])->(IP->Q)->(P->R))] {H}
Z [T) (P-»(Q-3Rj} {1 F-»:1}
3 (F1 [ (P-3Q)-» (P->R]] {1 F->:rr}
4 (T) (P->0Q) {3 F->:1}
5 [F] [P-3»E) {3 F-»:r}
& (T] F {5 F->:1}
7 (FI R {5 F-o:r}
16 (F] P {2 T-»:1} _ ..
17 %~ {16,6 closure’ BT (Q-=R) 42 T-riry
14 (F] P {4 T-»:1} .
15 -X%-  {14,6 closure} 20T @ {4 T->:r}
12 (F] Q {8 T-»:1} 10 (T] R {8 T-»:r}
13 -XE- 112,9 closure} 11 -XE- 110,77 closure}

Figura 6 - Exemplo de prioridade na aplicacdo das regras de inferéncia. Fonte - Préprio autor (gerado pelo
software do trabalho).

Por outro lado, durante as experimentagdes, verificou-
se que a prioridade de aplicacao de férmulas, em
especial as formulas iniciadas com negacéo (not), em
muitos casos € Util, mas em outros pode gerar nés
desnecessarios. Isto é, a priorizagdo ndo € uma
técnica absolutamente positiva. Normalmente, é
possivel avaliar, durante a execug¢do da prova, as
circunstancias nas quais uma técnica de reducéo pode

ser realmente efetiva. Entretanto, é possivel que essa
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avaliacdo demande um esforco computacional

desproporcional ao beneficio da técnica. Ao final da
prova, também é possivel avaliar a utilidade de
aplicacdo de regras de inferéncia e remover os noés

gue ndo contribuem para a prova.

Outra técnica de reducdo adotada €é manter a
regularidade dos ramos, ou melhor, ndo permitir
de

equivalentes como, por exemplo, os nds “(F)A” e

repeticdo nés idénticos ou imediatamente



“(T)=A". Para garantir a regularidade, (1) férmulas do
tipo a s6 devem expandir as subférmulas que néo
existem no ramo, e (2) férmulas do tipo B s6 devem
gerar ramificacdes se nenhuma de suas subférmulas

existirem no ramo.

Héa diversas outras técnicas que buscam reduzir a
arvore de prova como, por exemplo, “clash priority
strategy” e “ancessor clash restricted” (D’AGOSTINO
et al., 1999, p.71). Esse é

artigos e teses relacionados com tableau semantico.

€ um tema comum em varios

2.3.5 TABLEAU COM LEMA

Uma técnica para tentar reduzir o tamanho da arvore
de prova é o uso de lemas na construcao do tableau
(D’AGOSTINO et al., 1999, p.91). A ideia geral do
método é: quando ocorrer uma ramificacdo, sera
possivel inserir um ndé extra com uma férmula
complementar (negativa) a inserida no outro ramo.
Esse ndé podera evitar a ocorréncia de repeticao
durante a expansao de noés. A figura 7 apresenta uma

abordagem operacional da técnica.

PV P

N

Py r(g v P)
P e TSIV RN

A /N A/ @
Commdlchon |
( _i—
A |
('J ‘/

Figura 7 — Aplicacédo de lema em tableau. Fonte -
D'AGOSTINO et al., 1999, p.619.

Considere-se 0 ramo k com um nd n que possui a
formula 6 (theta). Se o ramo k, ao longo da prova, se
tornar fechado, entdo I'  —6. Nesse caso, € possivel
afirmar que =6 é um lema, ou seja, uma férmula
considerada verdadeira.

previamente como

Consequentemente, —6 pode ser considerado

verdadeiro se utilizado no ramo oposto ao ramo de 0.
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Contudo, insercdo de n6é com lema pode gerar efeito
“indesejado” caso o ramo k ndo se feche, isto €, caso
I' #+ —6. Segundo Fuchs (1998) e D’Agostino (1999),
essa insercéo de formula ndo afeta o resultado final se
a prova busca verificar um teorema. Se a férmula for
uma tautologia, o ramo oposto ao lema certamente
sera fechado e o lema sera valido. Se a férmula nao
for uma tautologia e o ramo k for aberto, o sistema
I6gico ndo representara uma tautologia por causa do
proprio ramo k aberto, independente de o ramo do

lema fechar ou nédo devido a sua introdugéo.

Em muitos casos, a insercdo de lema pode aumentar
0 tamanho da arvore de prova. Por exemplo, se ndo
ocorrer nenhum né com a férmula P no ramo que o
lema —P for adicionado, ele sera desnecessario. Por
isso, 0 processo de geracao do lema é fundamental
para o sucesso da técnica. Porém, esse processo de
geracdo ndo possui solugcdo garantida ao longo da
execucdo da prova (FUCHS, 1998, p.7). As técnicas
de geracdo de lema sao diversas. Funchs (1998)
apresenta uma técnica que, no geral, adia a inclusdo
de lemas até que eles sejam Uteis, mantendo uma
colecdo de formulas candidatas a lema, obtidas ao

longo da prova.

Além disso, se a formula do lema ndo for atbmica,
seréa preciso cuidado ao se aplicar regras de inferéncia
sobre o lema, pois, por definicdo, um lema é uma
unidade logica e deve ser conservado verdadeiro. Por
isso, no geral, o lema nao deve gerar ramificagoes.
In order to obtain a controlled use of lemmas
we want to employ the lemmas only could
reorder the search space in a hardly
controllable manner. Henceforth, in all
connection tableau calculi a start expansion

with lemmas is forbidden. (FUCHS, 1998,
p.12)

Um exemplo da dificuldade de controle na inser¢éao de
lemas é o seu conflito com a técnica de regularidade.
No caso do tableau com lema, a regularidade deve

permitir expansdo de nés [, mesmo se ocorrer
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repeticdo, quando suas subférmulas forem iguais as
férmulas dos lemas. Os nés lemas s&o atdmicos e ndo
podem sofrer expansdo, mas também ndo podem

impedir expanstes vélidas de férmulas nao atémicas.

2.3.6 TABLEAU KE

Mesmo com as técnicas de reducdo da arvore de
provas ja apresentadas, existe uma série “anomalias e
limitacdes” (D’AGOSTINO et al., 1999, p.75) dificeis
para o método de prova por meio de tableau
semantico de Smullyan ou do tableau com lema. Um
exemplo é a familia de féormulas na Forma Normal
Conjuntiva (CNF): se o tableau se fechar, existirdo ao
menos k! ramos, sendo k o nimero de variaveis da
formula (proposigbes). Esse € um exemplo no qual a
tabela verdade, que contém 2% linhas, tende a ser
menor que o nimero de ramos do tableau classico.
Por isso, buscou-se adotar outro método chamado
tableau KE.

Um conceito fundamental no estudo de provas de
sistemas logicos é o principio do corte (analytic cut) de
formulas. No geral, um corte ocorre quando uma
inferéncia elimina férmulas ap6s analisar a existéncia
de uma das suas subférmulas ao longo do caminho da
prova. Exemplos de regras inferéncias com cortes sdo

modus ponens, modus tollens e silogismo disjuntivo.

Gerhard Gentzen, em 1935, provou que qualquer
método de prova se mantém completo e correto com
ou sem as regras de inferéncias com cortes. Gentzen
propds um algoritmo para remover as inferéncias com
cortes, introduzindo o conceito de eliminacao de corte
(cut-elimination theorem). Para D’Agostino (1999), o
trabalho de Gentzen estabeleceu o fundamento
tedrico para o método tableau classico que nado

permite as regras de inferéncias com cortes.

Contudo, como demonstrado no algoritmo DPLL, os
cortes possuem grande potencial para reduzir o

tamanho das provas. Nessa linha de pensamento,
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D’AGOSTINO (1999) propde uma técnica que inclui as
regras de inferéncia com cortes na elaboracdo do
tableau. A Figura 8 apresenta as regras de inferéncia
do tableau KE.

Disjunction Rules

1:-1 v B _I‘.-l’ v B FAvVB EFV
%EJ V1 %Ei V2 f;
Conjunction Rules

14 AB 14‘ ADB TAAB ETA
%E['Al %EJ-WZ ji
Implication Rules

T4—- 1B _[-1) — B FA—=DB EF
137 ET"—1 % ET -2 j:},

Negation Rules

Principle of Bivalence

PB

TA | FA

Figura 8 - Regras de inferéncia do tableau KE. Fonte -
D’'AGOSTINO et al., 1999, p.89.

O tableau KE modifica o fundamento bésico do
tableau classico. Para que as provas sejam completas
e corretas, nenhuma regra de inferéncia, incluindo as
férmulas tipo B, podem gerar novos ramos. O Unico
meio de geracdo de ramos na arvore de prova KE é
utilizando-se o principio da bivaléncia (PB - Principle
of Bivalence). (FIG. 9)

I'NArF A
A

'EAA

Figura 9 — Principio da bivaléncia (PB) Fonte -
D’'AGOSTINO et al., 1999, p.89.

“Permitir cortes em um sistema de prova automatizado
é, de certo modo, permitr o uso de Lemas”

(D’AGOSTINO et al., 1999, p.11). Por isso, similar ao



tableau com lemas, a escolha da férmula do né PB é o
ponto fundamental no método KE. O tableau KE

possui regras especificas. Considere-se 0 ramo ¢:

1) Uma férmula é E-analysed, se:

a) E do tipo a e as subformulas o, e a, ocorrem
em ¢;

b) E dotipo B e:

i) se Bi1ocorre em ¢, entdo —f, ocorre em ¢,
ou

ii) se -B1 ocorre em ¢, entdo 3, ocorre em ¢;

2) O ramo ¢ é E-completed se todas as suas
férmulas sdo E-analysed;

3) Uma formula do tipo B é realizada (fulfilled) se B1
ou B2 ocorre no ramo ¢;

4) O ramo ¢ é considerado completo (ou exaurido) se
€ E-completed e todas as formulas do tipo B sdo
realizadas (fulfilled).

O caso de fechamento é o mesmo de qualquer
tableau, a existéncia, no mesmo ramo, de uma
contradicdo. O término da arvore de prova do tableau
KE também é tipico: ocorre quando todos os ramos

estiverem completos.

As formulas do né PB sao originadas de férmulas B
nao realizadas (not fulfilled), alias, sempre sera 1 ou
B2. A referéncia principal adotada para o estudo do
método KE (D’AGOSTINO et al.,, 1999) destaca a
importancia da selecdo adequada dos nés PB. Porém,
apresenta apenas uma heuristica simples e intuitiva
baseada em férmulas atdmicas com maior repeticdo.
Todavia, nem sempre as formulas disponiveis para
selecdo do n6 PB sdo atbmicas. Em varios casos, a
adocdo de formulas ndo atémicas é a Unica alternativa

para a concluséo do tableau KE.

Como método de selecdo do né PB, Abate e Goré
(2007), no artigo sobre implementacdo de tableaux
genéricos, sugerem as heuristicas MOMS (Maximum
number of Occurrence in dijunctions of Minimum Size)
e sua inversa a iIMOMS, tipicamente utilizada no
algoritmo DPLL.
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O tableau KE também sofre de limitacdes tipicas
como, por exemplo, a possibilidade de resultar em
provas mais extensas e dificuldade de selecionar a
férmula para o n6 PB. Além disso, os algoritmos para
a automacéo do tableau KE sdo bem mais complexos
e demandam muito mais controle do que o tableau
classico. Mesmo assim, o potencial de reduzir
consideravelmente tanto o espaco de busca quanto o
tamanho da solugéo do problema SAT torna o tableau
KE um relevante método de prova. Note-se, na figura
11, que a solucdo do sistema (A v B), (Av =B), (A v
C), (A v =C) 1 pelo método do tableau KE é bem
menor que a solugdo apresentada na figura 5.
Contudo, também ¢é importante destacar que o
sistema apresentado se encontra na forma conjuntiva

normal (CNF), caso 6timo do método KE.

D'Agostino (1999) apresenta a arvore KE com nds
sem sinal. Ou seja, no lugar de nds com sinais tipo
(F)A, utiliza-se a formula na forma -A. Durante o
desenvolvimento do software, percebeu-se que, no
tableau KE, o uso de ndés com sinais dificulta a
comparacao de igualdade de subférmulas como, por
exemplo, (F)A = (T)-A. Note-se que as formulas A e
-A sao diferentes e é necessario comparar ambas as
formas, com ou sem sinal. Comparando-se as
férmulas sem o sinal do né, o processo € mais direto,
pois, simbolicamente, “A = A" e “A # A’ A
necessidade de comparacao de formulas afeta tanto a
busca na verificacdo das regras de inferéncia com
cortes quanto a escolha do né PB, especialmente na
verificacdo das formulas B realizadas (fulfilled). (FIG.
10)

Outra forma tipica de aumentar a eficiéncia do tableau
KE é usar operadores “E” () e “OU” (v) n-arios, na
forma (X1 » Xz » Xz M. Xp) ou (X1 v X2 v X3 V... Xp).
Esses operadores ampliam a capacidade de corte e
facilitam a comparacdo entre as formulas, pois
resolvem a questdo da variacdo da sintaxe das
comutatividade e

féormulas em funcdo da

associatividade desses operadores. Por outro lado,
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essas técnicas sao conflitantes com o objetivo
genérico de tornar as solugdes das provas mais
humanamente legiveis. Além disso, esses operadores
n-arios nao resolvem completamente o problema de
comparacao entre férmulas.

1(T) (&vE]

2 (T} (hw~ (B)]

3Ty~ [A)wC)
E(T) [~ (A)w~(C) )

/N

11(T)~ (&) SIF)~ (&)
12 (Fl 4 E(T) A
13 (T~ (E) TiT)~1C)
14 (F1E BiFIC
15(TI B 9(TIC
_X_ _X_

Figura 10 - Tableau KE.

3 MODELAGEM DO SOFTWARE

O software elaborado para o trabalho foi codificado em
Java™. O design do software buscou priorizar a
generalizacdo e adaptabilidade do software,
considerando em segundo plano a economia de

recursos computacionais.

O software conta com duas aplicacdes (executaveis):
(1) o sistema de prova e (2) um moédulo de testes
parametrizavel com coleta de resultados. O presente
capitulo apresenta o software de prova. Os testes

serdo tratados na analise de resultados.

3.1 A LINGUAGEM E O COMPILADOR

Inicialmente, o objetivo era lidar com logica de

primeira ordem. Depois, restringiu-se a légica
proposicional. Contudo, na etapa inicial, antes da
restricdo do escopo, o primeiro problema resolvido foi
a entrada de dados do software. Considerando os
objetivos didaticos, a melhor forma de entrada de
dados seria em forma de linguagem com sintaxe mais
prOxima da notacdo matematica usual. Apesar de
existir uma sintaxe matematica para légica de primeira

ordem, o uso de simbolos dificulta a entrada de dados
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por teclado alfanumérico. Mesmo depois de varias

pesquisas, também ndo se encontrou uma
especificacdo padronizada adequada ao caso. Entdo,

elaborou-se a seguinte gramatica:

/* Simbolos Terminais */

lower = [a-z]

upper = [A-Z]

letter = [a-zA-Z]

digit = [0-9]

IDENTIFIER = {lower}({lower}|{digit}]|"_")*
PREDICATE = {upper}{upper}{digit}|"_")*
AND = Attt ] Tttt | tand”

OR ERRAVAR I B Bt o] o

NOT = "1 "1 """ 1 "not"
IMPLIES = ">t e

REV_IMPLIES = "'<-" | "<="

EQUIVALENT = "<->" | "<=>"

EXISTS = "Ex" | "Exists"

FORALL = "Fa" | "Forall™

EQUALITY = ="

DERIVATION = ""]-"

ENTAILMENT = "|="

/* BNF - gramatica LALR(1)

Precedencia, da menor para a maior:
- Associacdo a direita: DERIVATION,
EQUIVALENT, IMPLIES,REV_IMPLIES;

- Associacdo a esquerda: OR,AND;
- N&o associativa: NOT, EQUALITY;

FORALL'":"Variable Formula

*/
Start ::= LogicalSystem
System ::= FormulaList DERIVATION FormulaList
| DERIVATION FormulalList
| FormulaList DERIVATION
| Formula
FormulaList = FormulaList "," Formula
| Formula
Formula ::= AtomicFormula
] NOT Formula
| Connective
| Quantifier
| "("Formula'™)*"
AtomicFormula ::= Predicate
| Term EQUALITY Term
Predicate ::= PREDICATE
| PREDICATE" (“"TermList™)"
Function := IDENTIFIER"("TermList ")"
| IDENTIFIER "™
Variable = IDENTIFIER
Term ::= Function
| variable
TermList 1= TermList "," Term
| Term
Connective ::= Formula AND Formula
| Formula OR Formula
| Formula EQUIVALENT Formula
| Formula IMPLIES Formula
| Formula REV_IMPLIES Formula
Quantifier o= EXISTS":"Variable Formula
|

Em termos sintaticos, toda proposicéo deve ser escrita

em letras mailsculas. Toda funcao deve ter



parénteses, mesmo que ndo possua argumento, para
distinguir das variaveis, pois ambas devem ser
escritas em letras mindsculas. Como ndo existe o
conceito de termos (variaveis ou funcdes) na logica
proposicional, as proposicdes dessa logica ndo podem
possuir argumentos ou parénteses. Caso contrario, a
formula com proposi¢ces com parénteses sera tratada

como ldgica de predicado.

O compilador utiliza o JFlex para a geragdo do
analisador léxico e o CUP para a criagdo do

analisador sintatico.

3.2 O SISTEMA LOGICO

Para a programacéo do sistema ldgico, adotou-se uma
hierarquia de classe similar a seméantica da légica de
primeira ordem. Os objetos dessas classes s&o
gerados durante a compilacdo da linguagem e
utilizados pelos demais modulos do software. O
compilador retorna sempre um objeto da classe
“LogicalSystem”. No entanto, apesar de atuar como
AST (Abstract Syntax Tree), alguns métodos tipicos
da interpretacdo foram implementados nessas classes
como, por exemplo, a interpretagdo de modelos
proposicionais (seméantica) e o calculo do tamanho da
formula (Jo[). Um plano futuro é desacoplar essa
dependéncia e separar a interpretacdo da AST. A
Figura 11 apresenta um diagrama das classes do

sistema logico.

Assim como nos demais moédulos do software, existem
varios detalhes de design e codificagcdo que ndo fazem
parte do escopo deste artigo. Contudo, um detalhe
especifico foi a adocdo de uma classe abstrata
“Commutative” para os conectivos “E” (and) e “OU”
(or). Essa classe tenta ampliar a possibilidade de
comparacao entre subférmulas, buscando igualdades
comutativas da forma (A = B) ou (B = A). Porém, esse
recurso nao resolve a questdo da associatividade (ver
capitulo 2.3.6 - Tableau KE).
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pkg ast J

SymbolTable
| Not
T Commutative And
LogicalSystem
Connective
" Or
Implies
Formula ] | | Equality Equivalent
:
: Forall
l Quantifier
!
|
: Exists
|
: Predicate
: L
| f——] PredicateCall
T
7 <J
<<interface>> <<interface>> Q/
Symbol k] NonLogicalSymbaol TermList
, T
: Function FunctionCall
|
Term
Variable

Figura 11 - Diagrama da AST da linguagem do
sistema ldgico.

3.3 Os MODULOS DE PROVA

O mddulo de prova contém as classes basicas e a

interface geral para os motores (engine) de prova.

A arvore de prova é uma lista duplamente encadeada,
sendo que um né pode possuir um ramo (branch) e
uma explicacdo (Explanation) opcionais. Esta registra
a origem do né para informar com mais detalhes as
regras de inferéncia aplicadas no processo de prova.
A arvore nédo referencia os ramos, pois eles ndo sdo
elementos estruturais, mas de controle usados pelos
motores de inferéncia. A classe “LogicalReasoning”
(raciocinio lé6gico) é a base para todos os métodos de

prova implementados no software.
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pkg
Tree previus, next, branch P>
m Node
Branch leaf P>

<<interface>>

Explanation
<<interface>>
Inference LogicalSystem
N
|
|
SymbolTable LogicalReasoning

Figura 12 - Diagrama das classes de prova

Uma classe utilitaria relevante é a “DotTreeGenerator”,
gue gera arquivos na linguagem “DOT” para elaborar
imagens das arvores de prova no programa Graphiz.
As diversas figuras dispostas neste artigo com
software

exemplos de solugcbes geradas pelo

elaborado para o trabalho foram obtidas dessa forma.

3.3.1 TABELA-VERDADE

O mobdulo de tabela verdade é composto de uma
classe principal e outras duas assessoérias utilizadas

para auxiliar na formatacao da “impressao” da tabela.

3.3.2 TABLEAU SEMANTICO

O mddulo de tableau semantico fornece a base para a
implementacédo das variantes do método. As principais

decisbes de design deste mddulo sio:

1. Controle dos ramos (branchs) como, por

exemplo, coordenar o processo de inferéncia;

e-xacta, Belo Horizonte, v. 6, n. 1, p. 83-100. (2013). Editora UniBH.
Disponivel em: www.unibh.br/revistas/exacta/

2. Generalizagdo do processo de escolha e
aplicacdo das regras de inferéncia (que

caracterizam cada método tableau especifico);

3. Selecdo de nbés que serdao usados na
inferéncia, incluindo o controle dos nés que

foram ou ainda devem ser inferidos;

4. Classificagdo dos nds de acordo com as

férmulas ou o contexto da execucao.

Um ponto fundamental de todo método tableau é o
controle de ramos. Todos os textos que tratam sobre o
método tableau destacam a necessidade da execucgéo
do “backtracking”, ou melhor, volta ao ponto de
ramificacao imediatamente  anterior. Contudo,
observa-se que 0s processamentos dos ramos sao
praticamente independentes um do outro. Entdo é
uma o6tima oportunidade para adocao de algoritmos
paralelos (multithread). Para isso, cada ramo deve
possuir seus controles individuais e separados. A
adocédo de paralelismo € viavel, pois praticamente nao
ocorre condicdo de corrida (concorréncia para
alteracdo de recursos) durante o processamento dos
ramos. Além disso, mesmo ndo se adotando
paralelismo, o controle separado facilita a codificacéo

e os controles do programa de prova.

O controle de ramos é realizado pela classe
“BranchEngine”. A tarefa da classe “TreeEngine” é

controlar a execucgao dos diversos ramos.

E importante destacar que a versdo do software
elaborada para o presente trabalho ndo utiliza
programacao paralela nos algoritmos. Essa também é

uma oportunidade para trabalhos futuros.

Como o0s controles sdo separados, cada
“BranchEngine” constréi seus préprios objetos de

regras de inferéncia, selecao e classificacao de nos.

O objeto de classificacdo tem a responsabilidade de
definir o tipo do né (¢,B,y,0 ou atdmico) e sua
prioridade no processo de sele¢do. Os tipos de nos y

e 0 nao sdo usados, pois sdo especificos para ldgica



de predicado. A classificacdo padréo atribui prioridade

mais alta para os nés ¢ e mais baixa para os f.

pkgtableau J

LogicalReasoning

T~

Tableau

InferenceFactory

Inference

—

NodeSelectorFactory

[

TreeEngine
O NodeSelector

J/ NodeCIaﬁiﬁer

BranchEngine NodeClassifierFactory

Figura 13 - Diagrama das classes de prova. Fonte -
Préprio autor.

Na classe padrdo de sele¢do de nés, a formula ¢ de
maior prioridade é a da classe “Not”. Dessa forma,
sempre que um né com formula “not” é adicionado, se
nao ocorrer o fechamento do ramo, o préximo né
adicionado normalmente possui a formula sem o “not”
e com sinal invertido. Esse tipo de aplicacdo de
prioridade, baseada apenas na classe da férmula
isolada do nd, pode resultar no aumento do tamanho
das provas. O ideal seria adotar uma prioridade mais
dindmica, baseada em mais informacdes da arvore

obtidas durante o processo de prova.

A selecao de nds pode ou nao usar as informacdes de
classificacdo. Contudo, por motivos 6bvios, ndés
atdmicos nunca s&o selecionados para inferéncia.
Diferentes ordens de escolha de nés para aplicacao
das inferéncias causam resultados bem diversos no
efeito final da arvore de prova (ver capitulo 2.3.4
Tableau de Smullyan). Isso significa que o estudo de
técnicas de selecdo de nds é um interessante ponto

para eventuais pesquisas futuras.
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3.3.3 TABLEAU SIMPLES

Esse método de prova é baseado no tableau
Smullyan, com acréscimo de uma regra de inferéncia
para o conectivo de equivaléncia («). Para o método
de prova simples, bastou implementar sua classe de
inferéncia e sua fabrica (factory). Os objetos de
selecdo de nods e classificagcdo usam a classe padrao,
priorizando ndés ¢ e verificando regularidade antes da

expanséao de nds f.

3.3.4 TABLEAU COM LEMA

Esse mddulo possui suas classes especificas de
inferéncia e de selecdo de nds. A dltima tenta
contornar o conflito entre o controle de regularidade e
0s nOGs com lemas (ver capitulo 2.3.5 Tableau com
Lema). Os objetos de classificagdo usam a classe

padréo.

A geracdo de lemas adotou o método mais simples
possivel: para cada ramificacdo, adiciona-se um né
com o lema. Para escolha da féormula lema, se a da
direita ou da esquerda da ramificacdo, varios métodos
foram testados como, por exemplo, o tamanho da

férmula (|e]), o nimero de ocorréncias da formula, etc.

3.3.5TABLEAU KE

O moddulo de tableau KE possui suas proprias classes
de inferéncia, selecdo e classificacdo de nds. Além
disso, existe uma classe especifica para a selegdo dos
nés PB. No caso, adotou-se a heuristica de buscar a
férmula de menor tamanho que ocorra em um maior
nimero de vezes entre as subféormulas B; (da
esquerda) e B (da direita) das formulas B nao

realizadas (not fulfilled).

e-xacta, Belo Horizonte, v. 6, n. 1, p. 83-100. (2013). Editora UniBH.
Disponivel em: www.unibh.br/revistas/exacta/
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4 RESULTADOS OBTIDOS

O objetivo de geracdo de prova legivel e de menor
tamanho possivel levou ao estudo e adogédo de trés
métodos de tableau. Além disso, ao menos no
momento, esse objetivo € mais um ideal, que foi
perseguido com muito esforco, do que um fator
cientifico no qual a avaliacdo €é fundamental. A
legibilidade é um fator com caracteristicas subjetivas
gue demandaria outra pesquisa com amostragem de
alunos e experimentos controlados para sua avaliacdo
cientifica adequada. Esse também poderia ser

considerado um tema para perspectivas futuras.

Para verificar a corre¢céo das provas, foi elaborado um
software de testes que gera, automaticamente,
formulas sem parénteses. Foram adotados dois
geradores de férmulas: um combinatério e outro
aleatorio. As férmulas geradas sao testadas nos trés
métodos de tableau e a base de comparacdo é o
resultado da tabela verdade, que é o algoritmo mais
simples e confiavel. O software de testes também
coleta diversas informacdes sobre resultados,
caracteristicas das arvores de prova e tempos de
execucdo. Sdo mais de trinta informag@es diferentes
gue podem ser usadas para diversas andlises. O
presente artigo irA apresentar apenas algumas
consideracfes sucintas e gerais sobre os resultados.
Foram elaboradas algumas configuragbes Uteis ao
procedimento de testes como, por exemplo, nimero
maximo de verificagfes, tempo de duracdo da

execucao (timeout) e condicao de saida de dados.

Os geradores criam férmulas com numero fixo de
termos no formato “T101T20:Ts...T1)OryyT". Cada
termo ‘T’ € composto de uma proposi¢do ‘P’ e um sinal
‘S’ e {*=",“ "} (com ou sem sinal “not”). Ou seja, Ti=SP;
(1<i<t). Os conectivos logicos sdo representados por
‘O e {"A"WNST (Lsi<t).
proposicfes (variaveis) sao formados por letras
mailsculas, sendo P e {AB,...Z,AAAB,..}. Os

Os nomes das

e-xacta, Belo Horizonte, v. 6, n. 1, p. 83-100. (2013). Editora UniBH.
Disponivel em: www.unibh.br/revistas/exacta/

algoritmos recebem como entrada o numero ‘t’ de

termos e ‘p’ de proposicdes da férmula a ser gerada.

No gerador combinatério, os ‘t' termos sé&o
combinados com as ‘p’ proposi¢des, com e sem sinal
(s=2), mais todas as possiveis combinacdes dos ‘0’
conectivos légicos (0=4). Para uma dada combinacéo
(t,p) sdo geradas (pxs)xo®d formulas. Essa técnica
cobre uma vasta gama de familias de férmulas, porém
com um enorme custo (tempo) computacional que
limita o tamanho das férmulas viaveis. Foram
testadas, sem ocorréncia de erros, as combinacdes

(t,p) de (4,2), (4,4), (5.2), (5,3), (6,2), (8,1) e (6,4).

Para viabilizar a execucdo de testes em fdormulas
maiores, adotou-se um gerador aleatério. Nesse caso,
‘S’, ‘P’ e 'Oy sdo sorteados nos seus respectivos
conjuntos. A dispersao aleatoria depende do método
"Math.random()" da VM Java. Foi verificada para
conjuntos de 10 férmulas com a combinacéao (t,p) de
(10,1), (15,1), (20,1), (30,1), (20,2), (20,10) e (20,100).
Ocorreram menos de 16% de repeticbes de formula
idénticas na combinacdo (10,1). Além disso, as
repetic6es foram menores que 0,001% na combinacéo
(15,1) e ndo ocorreu repeticdo de férmulas nos demais
casos. O numero de repeticdes tende a diminuir
exponencialmente com o aumento de ‘t. Foram
executados testes com férmulas aleatérias para
combinacdo (t,p) de (15,1), (30,1), (20,2), (20,10),
(20,20) e (20,100), (100,2), (100,5) e (100,10). Cada
execucao foi limitada a periodos de, no minimo, 20

minutos; ndo foram encontrados erros no teste final.

A maioria dos erros de prova encontrados e corrigidos
durante a fase inicial de testes foi no tableau com
lema. Os erros mais dificeis de serem analisados e

corrigidos foram no tableau KE.

Por causa da abordagem mais simples e
exemplificativa, os resultados do tableau com lema
nao foram satisfatérios. Na média, as arvores de
provas foram maiores do que as do tableau de

Smullyan, o método mais simples adotado. Por outro



lado, o tableau com lema foi introduzido,
principalmente, como preparacédo para o tableau KE,
pois existem outras técnicas para reduzir o tamanho
da solucao do tableau classico como, por exemplo, a

técnica de “merging” (D’AGOSTINO et al., 1999, p.90).

Infelizmente, na média, as arvores de prova do
tableau KE foram as maiores. Isso aponta para a
limitacdo do método em funcdo da complexidade e

importancia da selecéo do né PB.

No geral, o tableau de Smullyan apresentou os
melhores resultados, como provas mais simples e de
menor tamanho, programagdo mais direta e menos
propensa a erros e menor tempo médio de execucao.
Esse resultado reforca a dificuldade em se estabelecer
técnicas efetivas e gerais de reducao do tamanho de

prova.

O numero de nés das férmulas com resultado de
contradicdo e SAT foram maiores que as tautologias.
Esse resultado é natural, pois os ramos abertos, que
caracterizam as “nao tautologias”, s6 terminam apés a
exaustdo das possibilidades de inferéncia. J4 os
ramos fechados podem terminar antecipadamente

com a presenca de uma contradicao.

Considerem-se férmulas com combinacao (t,p) nas
quais (t=p). Nesses casos, para testes com até dez
termos (t=p=10), a tabela verdade foi o método de
prova com menor tempo médio de execuc¢do. Todavia,
para (t=p=14), o tempo médio de execucdo da tabela
verdade sempre foi maior que o0s demais,
demonstrando que a ordem de complexidade relativa
dos métodos de tableau semantico € menor que a da
tabela verdade, assim com

D’Agostino (1999).

apresentado em

A observacao do funcionamento do software também
levanta a questdo de controle de execugédo durante as
provas. Um controle relevante seria a limitacao de
recursos como, por exemplo, consumo de memodria e
tempo de processamento. Considerando um exemplo

ainda mais especifico, caso se deseje provar uma
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tautologia, € possivel incluir controles que verifiguem
antecipadamente interpretacdes falsas e encerrem o
processamento nesses casos. Porém, o objetivo do
trabalho é apresentar as solugbes completas das

formulas.

Considerando o software, um dos principais resultados
do trabalho, muitas séo as oportunidades de melhoria:
adotar testes de unidade mais rigorosos, tentar
otimizar a eficiéncia dos algoritmos, melhorar a
documentacdo do software e incluir comentarios

relevantes nos programas.

O software elaborado esta disponivel publicamente no
GitHub (https://github.com/fredmbs/logic).

5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

O principal objetivo do trabalho foi elaborar o software
e todo esforco foi priorizado nesse sentido. O projeto
de criagcdo do software e de escrita do artigo envolveu
muita pesquisa e estudo sobre I6gica, em especial os
fundamentos, algoritmos de prova automatizada de
teoremas e solugéo de problemas SAT. Por isso, esse
objetivo, do ponto de vista de graduacédo, tem grande
importancia. Principalmente considerando que o tema
€ quase sempre restrito a cursos e trabalhos de pés-

graduacao.

A elaboragdo do software enfrentou mais dificuldade
com os conceitos légicos do que com o design ou
programacdo da aplicacdo. O design adotado é
flexivel e modular, capaz de se adaptar a diferentes
métodos de prova. A aplicacdo tem grande potencial
de evoluir para uma ferramenta académica Util tanto
para alunos de graduacdo quanto para outras

pesquisas de pos-graduacao relacionadas.

Os resultados dos experimentos demonstraram a
correcao do software, uma vez que ele gera diversos
dados que podem ser de grande valor em analises
futuras, como comparacdo de desempenho entre os

métodos, dispersdo de resultados por amostragem,

e-xacta, Belo Horizonte, v. 6, n. 1, p. 83-100. (2013). Editora UniBH.
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avaliacdo do resultado das diferentes técnicas de

reducao da arvore de prova, etc.

A elaboracdo do software apresentou questfes
relevantes, incluindo problemas dificeis de solucionar,
e que sdo temas de diversas linhas de pesquisa em
computacéao, filosofia e matematica. A existéncia de
muitas perspectivas futuras € um reflexo direto da
amplitude da area de pesquisa e do grande interesse

académico e cientifico do tema do trabalho.

As perspectivas futuras incluem questfes de natureza
funcional, como a melhoria do software, e outras de
natureza cientifica, como a eventual continuidade
nessa linha de pesquisa. SO para citar alguns poucos

exemplos de perspectivas futuras:

1) Elaborar uma interface grafica intuitiva e com
resultado imediato, incluindo a possibilidade

de gerar a arvore sintatica de cada férmula;

2) Melhorar o tratamento de erro do compilador,
principalmente para apresentar informacdes

mais detalhadas de erros nas formulas;

3) Ampliar a pesquisa para adaptar os algoritmos

de solucéo para logica de primeira ordem;

4) Adotar outros métodos de prova: as provas
sequenciais tipicamente usadas no curso de

matematica discreta;

5) Pesquisar formas de geracdo do n6 PB para
ampliar a eficiéncia do tableau KE;
6) Ampliar a linha de pesquisa para aplicacdo do

software para outras formas de ldgica.
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